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今年是我來中大第四年。此前我在四所學校有過十一年上台講課的經歷

(Texas A&M U., U. of Florida, U. of Alabama, Kansas State U.) 

若加上從民國 88 年在 Washington U.(St.Louis)當助教開始，則站在講

台迄今已十八年。另外還有在中國大陸，美國，台灣給質優中學生講授

奧林匹亞數學，各地暑期學校給研究所講授短期高階課程，及在台灣指

導武陵高中科學班數學組課外研究。事實上我對教學很早就有興趣，大

二時即開始家教，一對一輔導北京人大附中的質優高中生。所輔導的學

生還曾經在輔導期間拿過全北京競賽第一名。另一個難忘經歷是在美國

單獨輔導過黑人家庭小孩。父親是音樂教授，小孩他也很有音樂天份，

但數學卻九九乘法表都弄不清楚。各類教學經驗讓我覺得豐富了人生，

讓我和學生一同在成長。 

 

作為一名理論數學研究者，我一直認為我的研究更多的是滿足我自己的

好奇心，而對社會沒有直接貢獻。所以我總是把教學看成是我對社會的

直接貢獻，一直饒有興趣怎麼能更好的改進我的教學。所以這一次系裡

面推薦我參與優良教師的評選，我是很樂意跟大家分享及探討教學的理

念及樂趣。 

 

我來中大的前三年都有教一年期的外系的大班微積分。到去年有老師建

議說我可以考慮多教一些數學系自己的學生，所以第四年開始沒有教外

系微積分。 

 

我的教學理念十多年來有過多次演化，但近年來已很穩定。簡而言之，

一句話：“Start where they are.＂ 即我不會預先假設“他們應該要

有什麼樣的態度，每天應該讀多少小時的書，應該要做多少作業＂。我

會先盡力了解他們的可能可以花在這門課上的時間，他們對這門課的期

待，他們的理解能力，他們的知識準備，然後設計適合他們的教學方

法。即使是同一門課，教材相同，不同學期的學生都有差別，所以我不

同學期都會調整不同的教法。 

 

我相信人對學問其實都是有興趣的，只要引導的合宜。正如健身房裡面

教練會說最合適的重量是盡全力能做八到十個動作的重量。太重或太輕

都不好。所以對我而言，最重要的一件事，就是抓準他們的“體能＂，

找准他們的“重量＂。 

 

當然，一個挑戰是即使都是在中大，同一門課，不同學期，學生的接受

度其實很不一樣。更不用說同一班級裡一百多人，程度迥異。 
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下面我先分享一些我在中大前三年教外系大班微積分的一些嘗試。 

 

首先我了解到我的學生高中的基礎其實不錯，很多還已經接觸過一個學

期的微積分。所以對老師按部就班從頭講起並沒有興趣。他們缺乏的是

實際使用理論解決問題的操練。這也是他們所在科系對他們的期待。而

且因為不是數學系，他們不需要也沒有太多的興趣學習所有的證明。 

 

同時我了解到，通常的教法還是把書上的證明及例子講一遍，學生回去

自己做習題。因為例子較多，課上常常沒時間講完，所以還要趕進度。

我決定放棄將課本內容按順序走一遍的方法，而自己將重要內容挑出

來，做成 drill sheet。然後印出來，每人發一張。 

 

如附件 A是學期剛開始的一張 drill sheet。很多內容很多同學在高中已

經熟悉。按部就班的講很花時間，而且對他們是無聊的事情。我將要點

設計成“選擇＂和“填空＂。請他們先自己完成。這樣會的人有成就

感，不會的人思考過後也會消化的比較好。 

 

而且因為每人都有講義，可以直接在上面計算，節省許多黑板時間。 

 

另外附件 A 上還有三道 exercises.我不會全講。因為在做“選擇＂和

“填空＂時，學生有快有慢。這樣有人就有多出來的時間。這些人就鼓

勵他們當場三道習題都做掉。而慢的同學做出一道就很好了。 

 

附件 B 則是我處理課本上比較複雜例子的典型方式。我會將書上題目截

下來，然後將大段的解答內容截取少數關鍵地方。將要點變成問號

“?＂，然後請他們嘗試自己找答案。留有空白的地方則是讓他們寫筆

記。 

 

等幾分鐘之後，我會在黑板上解釋。基本上，如果學生先思考過，我再

解釋，理解效果明顯比較好。 

 

而且因為是書上的例子，書上就有傳統的解答。課後再對比講義和課

本，對理解兩者都有幫助。 

 

另外，同樣的，這一頁底部有一道比較難一點的，但類似的習題。供動

作快的人當場練習。而動作慢的把之前的東西弄清楚就很好了。 

 

所以平均而言我每次課之前都會設計四到六張 drill sheet，差不多當天
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可以講完，但會留一些難一點的題目，讓他們自由嘗試。這樣下來，每

個學生在課上操練到的“重量＂，大概都可以適合他們自己的現狀。每

年根據學生程度，我會調整 drill sheet 的難易。所以雖然是同一門課

教了三年，我每次都重新設計，三年共做了八百多張。如第三年教資電

的 drill sheet，就比第一年教大氣的難度要高，題目要多。因為兩系的

學生程度有差。（對不起這麼說大氣的。）每學期結束很多學生將約一百

三十多張（認真思考過，寫滿字的）講義釘在一起，大家都比較有成就

感。 

 

另一個發 drill sheet 的好處是學生每次上課能領到一些實際的東西

（學生似乎對領東西很期待），而且設計的和課本上有所不同，每次都有

一些新鮮感。 

 

對於偶爾缺課的同學，因為學生很明確的知道他沒來上課錯過了什麼，

drill sheet都是整學期連續編號的。所以找同學要上次課的 drill 

sheet 並且補上的意願很高。 

 

及時回饋：我相信學習任何一項專業技能的一個重要原則是“instant 

feedback＂.即在學生獨立練習的當場，立刻讓他們知道對錯。而現在常

見的做法是老師講理論/例子之後，學生回去自己複習，然後做作業，下

週交上來，老師帶回去給助教改，再下次課發回。實際效果是學生有時

已經忘了上次做了什麼，發回之後沒必要，所以常常也沒有興趣再看。

反正分數在那裡啦。所以可能最開始就做錯了，但錯誤已經被遺忘，不

會有被改正的機會。這不符合“instant feedback＂的原則。 

 

所以為了實踐“及時回饋＂，上課時我寧可減少課本上幾個例子，也要

在兩節課中留出譬如二十分鐘讓他們當場做習題。尤其是如附件 C。這是

一個他們需要大量做習題的章節。採用傳統課上例子，課後習題的方式

他們的訓練量幾乎肯定不太夠。而經驗表明交由學生下課後自己做習題

的效果很不好。因為 drill sheet 讓我節省大量黑板時間，我可以安排

課上做習題。這時我會在教室巡迴走動觀察，指出他們的問題。常常只

要一句話，就可以澄清一些疑點。以往經驗是，即使只有二十分鐘，夠

我在教室走兩三個來回。走道邊的每一個學生，我都會至少花幾秒鐘看

一下他們做的情況。這樣做另外的兩個好處是：當看到老師站在他們身

邊觀察他們時，學生很願意當場問他們的疑點，及全班一起練習時，他

們常常自發形成小組討論。所以每次集體做習題時間，都是很多學生興

奮的時間。 
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我知道學校有嘗試引入一些及時互動的教學系統。也有開一些

workshop。但對於我參加之後的一個遺憾就是，這些系統似乎只適合需

要文字（甚至或影音）溝通的科目，對需要使用數學符號的科目助益有

限。我有請教廠商，但他們似乎沒有意願開發可以及時輸入數學符號的

軟體。 

 

習題時間我在教室內的挨個觀察，也讓我多了很多與學生一對一互動的

機會。這是我很在乎的。我的“野心＂是每一個人都很重要，我希望照

顧到每一位同學。雖然這樣的努力注定會有很多令人不滿意的地方，但

目前四年下來，我至少可以說，我跟每一位上過我課的同學都一對一的

聊過幾句。某種意義上，我崇尚“精英教育＂：每個人都是精英，即使

在大班上，我也盡力實踐這樣的理念。 

 

 

另外一個單獨接觸學生的方式是，我堅持每週自己一個一個大聲叫名

字，發作業。叫名字讓他們走上前來領幫助我同時記住學生的名字和相

貌。我也相信學生的名字在班上被大聲叫出來對他們是一個正面的激

勵。然後我會請助教把做的最好的約五份作業，和最差的幾份作業預先

挑出來，他們領作業時和他們聊幾句，鼓勵或勸勉。這樣做比較花時

間，所以我一般是利用上課提早去，課間休息，和課後，分幾次發完。 

 

另外一個記住每名學生的方式是做一個 slide show. 我

覺得一個學生花半年或一年坐在我面前，聽我講東西，

我有一種使命感，要記住他們。所以我會請助教將每名

學生的大頭照從 portal 學生名冊下載下來，用他們的名

字命名，然後將名字寫在上面。（如右圖；附件 D是某個

班部分同學的電腦截圖）全班大頭照放在一個 folder 之

後，我會有意的抽時間來跑 slide show， 以便快速記他們的名字。（也

許學校可以幫每個老師提供這種協助。因為我從 portal 下載下來的大頭

照通常比較小。） 

 

上述努力效果似乎不錯。在我來中大第一個學期之後就有收到一封來自

教務長的感謝信（見附件 E）。這是我第一次教台灣學生，也是我第一次

用中文講課，這封信讓我倍受鼓勵，隨後也更加用心。在第二年，第三

年，選我的微積分的人數突增。學生回饋說我的課在網路上有較多的討

論，以致雖然微積分每個班都有他們建議的選課時間，但還是不少人來

拿密碼卡，希望能選上。有幾個學期開學時走道上也坐滿了人，最後是

系辦吳昭穎小姐用強制退選將晚選課的同學退掉，才控制好人數。 
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目前我在數學系大學部教過兩次複變函數。如果根據“start where 

they are＂ 的原則，他們與微積分的情況大相徑庭。所以我設計的教學

方式也迥異。 

 

複變函數對很多學生而言，這只是他們畢業前最後一門必修課。經過三

年或四年學習，他們中大多數已決定將來不會繼續理論數學的學習。（這

對數學系是正常的。）而且我教的都是下學期（他們上學期有同樣的課

可選），很多人是因為另一門準備性的必修（高微）未過，所以上學期被

擋修。應該說不少人只關心期末有沒有六十分。但這同時也是理論上非

常漂亮的一門課，有唯美的感覺。少數立志在數學上繼續深造的同學對

它很有興趣。同時也有一些對複變在 engineering 和 physics 上應用有

興趣的同學。 

 

複變的另一個特點是整個理論環環相扣，證明比較多。如果開始沒有跟

上,到後來就只能是坐在教室等下課。若有學生等到考試前才開始用功，

則大概已經來不及了。 

 

針對以上情況，我決定取消傳統的期中，期末考試，改而設計了一套小

考系統。要點如下（請不要被第一條嚇到；他們其實很喜歡這一條）： 

 

1. 每週小考；每次只分“過”與“不過”；（基本）全對才算過；整學期

每一次都過，期末才會有分。最後所有小考算成 50分。即要么拿零

分，要么拿 50分。（注：這項設計我已在中大四個班上嘗試過，還沒

有發生拿零分的情況。原因馬上解釋。） 

 

我設計的理想是把整個課程我認為基本的，重要的定理，每一個人都要

及時掌握，這樣整個學期自然有效率。如附件 F 是本學期最近一次小

考。包含複分析中三個漂亮而重要的定理。我認為如果整學期所有小考

內容都能獨立答出來，當然應該及格。這裡的 50分幾乎保證他們能及

格。（我非常在乎高年級必修課不能及格的問題。因為因此導致不能按時

畢業的問題，會成為許多家庭的痛苦。對此我有切膚之痛。所以我會從

學期開始盯著他們，只要能在我的班上堅持下來，到學期結束之前，他

們自己都知道這門課幾乎肯定過了。）當然問題的核心是如何讓這個理

想變得可行，尤其是在學生主動性明顯比微積分班上差一些時。 

 

 

2. 每次小考的題目預先（準確的）告知。我所希望的解答的要求也明確

解釋。這也符合複變的特點。他們能理解課本就很好了。經驗表明，
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對於中大的（大部分）學生，只要預先知道題目，他們都會認真準

備。 

 

現在的問題是，少部分不認真準備的怎麼辦。還有，認真準備了，但小

考時，一時想不起來怎麼辦。 

 

3. 每週課後補考。補考不限次數，每補考一次扣整學期 1%的分。但期末

時一定要都通過。實際上，在我嘗試小考制度的四個班中，補考的學

生相當少。因為反正預先知道題目，又知道反正一定要全對通過，拖

延毫無益處。 

 

通過以上設計，學生可以說平時就被 motivated。基本上可以保證每個

人都學到課程主要的東西。而且很多對畢業有壓力的學生告訴我說，能

預先知道自己這門課一定能過的感覺很好。考試週沒有期末考試的感覺

也很好。 

 

及時回饋：為了能做到 instant feedback,我決定小考當場改出來。這

對學生是很刺激的一件事情。即，在上課之間，他們就知道我要考什

麼。然後，十幾分鐘之後，他們馬上知道自己過或沒過。 

 

本學期我複變班上有 51人。為了當場改出來，我找了五名助教（當然不

是系上安排的），加上我自己，通常每份小考判斷過否一分鐘就夠了。所

以我基本上控制十分鐘改完。一般會剩幾份交的慢的，留到課後其他人

補考時再看。 

 

以上設計是照顧大部分將來不准備做數學家的學生。目標也只是課程中

的基本內容。對於少數準備走學術路線的同學，當然要讓他們得到培

養。這主要在於（1）另外找助教在週三晚加開自由參加的習題課，講比

較難和進階的題目。（2）（用一些設計）鼓勵他們自己完成更多的習題。

（3）單獨約他們交流鼓勵。 

 

下面我稍微解釋一下習題與一對一的交流。 

 

習題：我請他們從課本上自己選擇要做的題目和數量。但每人每週至少

十題。當然很多人就剛好做十題。然後我宣布題目數量最多的同學在作

業這個 category 的總分會被 scale 到 100%。其他人按比例記分。這樣就

能激發部分同學的競爭心。（實際設計比這裡解釋的要複雜一些，見附件

G，是為了避免極端情況出現。但大意如此。） 
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然後改作業我設計一套同學互改的辦法。即每人每次會隨機的領到一份

其他同學的作業來改。（作業是匿名的。當然有相配套的記分方式。）這

樣子做似乎好處多多。首先是助教不用改作業；助教改作業的效果一般

其實是比較差的。其次是每個人改別人作業時都高度緊張，往往比自己

做作業還認真。第三就是，我認為他們看到別人的作業，不管是比自己

好或差，都是一種良性的刺激。 

 

這套互改作業的想法來源於我在琢磨台灣一些“翻轉教學＂時得到的啟

發：現在的有些學生不在乎家長給的壓力，也不在乎老師給的壓力。但

他們非常在乎同學怎麼看自己。所以，peer pressure 的力量是很大

的。 

 

一對一交流：一般而言我會設計多種這樣的機會。本學期複變課上，我

有嘗試利用期中考。我開學時即告訴他們，亞洲教育普遍是獨立思考的

能力不足。所以，期中考就是請大家在指定日期交十個問題上來。我會

根據他們問的問題來判斷他們思考的深度來打分。 

 

然後每週一，週三下課後我會約五名同學來辦公室逐一討論他們的問

題。這是一個很愉快的經歷。他們問出來一些可稱為“驚艷＂的問題。

印象深刻的一位是，他說，既然複變以前在設計飛機機翼上有應用，那

麼今天是否可以在很夯的 VR（virtual reality）做類似的設計。（VR是

HTC 現在轉型所專注的未來領域。） 

 

對大部分同學而言，我會針對他們問問題所反應出來的思維方式，給一

些建議和提醒。一個普遍問題是，他們有問題，但少有去做解決問題的

努力，因此反應出來問題比較淺顯。很多同學都同意這一點切中他們的

要害。 

 

另外一個單獨與學生溝通的方式是 email。在現在這當然是古老的方式

了。本學期第一次小考，因為還沒數學可考，我請他們每人寫一個簡單

的自傳，email 給我當小考。其實我的初衷是要他們的真正的 email 

address而已。因為以前發生過我要找學生找不到。Portal 裡留的訊息

根本不是他們真的使用的。（也學學校在這一點上可以改進一下。） 

 

他們的自傳讓我大大豐富了對中大學生的認識。一位林同學說他的目標

是成為頂尖的資訊人才。我回信有簡單的鼓勵他一下。開學後我注意到

他總是坐第一排，課後常來問問題，是班上與我互動最多的學生之一。
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一副標準好學生的樣子。開學幾個禮拜過後系辦秘書發 email提醒所有

林同學的授課老師說，該同學有自閉症，請關注他如果有障礙，請及時

處理。我當然很驚訝，也認識到每個學生的標籤背後其實都有一個熱情

的夢想。我希望學生上過每一門課後都能離夢想近一點。 

 

謝謝大家！ 
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Shifting Formulas:

• y = f(x) + k: shift the graph of y = f(x) (up or down) by

• y = f(x+ k): shift the graph of y = f(x) to the (left or right) by

Reflecting the functions:

• y = −f(x): We reflect the graph of y = f(x)

• y = f(−x): We reflect the graph of y = f(x)

Easy exercise: Graph (1) y =
√
x, (2) y =

√
2− x and (3) y = −

√
x+ 2 in the same coodinate

system.

Practice: Complete the following:

Now we talk about stretching F (x) = c1f(c2x):

• c1 is the “outer, vectical” stretching.

• c2 is the “inner, horizontal” stretching.

Exercise:

(1) First graph (a) y =
√
x, (b) y =

√
3x, and (c) y =

√
x/3 in one coordinate system;

(2) Then graph (a) y =
√
x, (b) y = 3

√
x, and (c) y =

√
x/3 in one coordinate system.
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A



12

B



42

C



D



E



Quiz 08 (2017-04-12) Name(Print)

1. State and prove the Liouville theorem.

2. State and prove the mean value theorem.

3. State and prove the maximum modulus theorem.

F



2017  複變總則 
 

01. 05‐24  端午節前，提前三週期末考試。佔總分 20%。 

02. 考試題目會預先給大家。 

03. 考試只分 pass or fail。全對為  pass；不然就 fail。 

04. Fail  之後每週三晚上 6pm‐8pm補考（共兩次補考）。最後一次不過則整門課

不給分。 

05. 期末考每補考一次扣整學期 3%的分數。 

06. 03‐20  期中考為每人提交至多十個問題。我會根據提的問題來判斷平時思考

的程度。佔總分 20%。 

07. 作業習題：每人自己選擇每週要完成的習題。但至少是每週十題。 

08. 每週三上課前交習題。 

09. 習題一定要用習題紙寫。 

10. 習題上請不要寫名字。用一張小貼紙貼上。 

11. 習題相互改。每人週三下課時領一份習題改。下週三上課前交回。 

12. 判錯時需用紅筆指出詳細理由。 

13. 改作業時字跡不清楚或版面整理不清楚可直接判錯。 

14. 自己做習題時可與同學討論；改習題時不可以討論。 

15. 習題佔總分 20%。題數最多的前五名被調整到習題的滿分。其他人按第五名

題數的比例計算。 

16. 小考：每週三開始上課時小考。 

17. 小考題目會預先給大家。 

18. 小考只分 pass or fail。全對為  pass；不然就 fail。 

19. Fail  之後每週三課後補考。缺席算補考一次不過。 

20. 每補考一次扣整學期 1%的分數。 

21. 到最後一次課（六月七號）所有小考要全過整學期才會有分。 

22. 小考佔總分 50%。 

23. 第一次小考：請大家週三（二月十五號）上課之前給我發一個 email。Email

的 subject要有自己的姓名。Email 內容為至少五十字的自我簡介。 

24. Office Hour:  週四  3‐5pm. 

25. 考試週無任何課程/考試。 

26. 每週三晚上習題課。自願參加。 
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